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The Ermakov equation, appearing  in quantum mechanics of a harmonic 
oscillator, is extended via dissipative and thermal terms to take into account the 
effect of an environment. 
 
More  than  a  century  ago  Ermakov  [1]  has  introduced  an  equation, which  appears  in 
many branches of modern physics [2, 3].  In quantum mechanics the Ermakov equation comes 
out in the case of a harmonic oscillator [4, 5]. The evolution of the latter is usually described by 
the time‐dependent Schrödinger equation 
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where m  is the particle mass and  0  is the oscillator own frequency. The complex wave func‐
tion  ( , )x t  can be presented generally in the polar form 
 
exp( / )iS                        (2) 
 
where   is the probability density and  S  is the wave function phase. Introducing Eq. (2) in Eq. 
(1) the latter splits in two equations [6] 
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corresponding  to  the  imaginary  and  real  parts.  The  first  equation  is  a  continuity  one  and 
/xV S m   is the hydrodynamic‐like velocity in the probability space. Equation (4) is a macro‐
scopic force balance, where  2 2 / 2xQ m      is the Bohm quantum potential. The solution 
of these Madelung equations  2 2exp( / 2 ) / 2x      is a Gaussian probability density, which 
introduced in Eq. (3) leads to an expression  /V x    for the hydrodynamic‐like velocity. Sub‐
stituting now both expressions for   and V  in Eq. (4) results in the Ermakov equation describ‐
ing the evolution of the rms displacement   
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Pinney [7] has found a general solution of the Ermakov equation. In the case of a free quantum 
particle  0( 0)    the  solution  of  Eq.  (5)  is  the  well‐known  expression,  describing  ballistic 
spreading of a Gaussian wave packet,  2 2 20 0( / 2 )t m     . 
The Madelung presentation of the Schrödinger equation opens a door for  introduction 
of dissipative forces in quantum mechanics. Usually the friction force of a particle in a classical 
environment depends linearly on the particle velocity. Hence, one can add a friction force  bV  
in Eq. (4) to obtain [8, 9] 
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where  b   is the particle friction coefficient. Thus one arrives to dissipative Madelung hydrody‐
namics. Substituting the expressions for    and V  in Eq. (6) yields a dissipative Ermakov equa‐
tion [8‐10, 3] 
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In the case of a strong friction one can neglect the first inertial term in Eq. (7) and the solution 
of the remaining equation  is  2 20 0( / 2 ) 1 exp( 4 / )m m t b        [11].  It describes the relaxa‐
tion of an  initially excited oscillator to the ground state. In the case of a free dissipative quan‐
tum particle ( 0 0  ) this solution reduces to a known sub‐diffusive law  2 /t mb    [11]. 
Equation (7) describes a dissipative quantum oscillator at zero temperature. In the case 
of a finite temperature the following thermal dissipative Ermakov equation is obtained [9] 
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where  1/ Bk T   and the subscript  b   indicates that the differentiation on     is carried out at 
constant friction coefficient. This equation reduces to Eq. (7) at  0T   and its equilibrium solu‐
tion  2 0 0( / 2 )coth( / 2)m       corresponds to the well‐known expression  from the quan‐
tum statistical thermodynamics. However, in the classical limit Eq. (8) differs from a well‐known 
result. In the case of thermo‐quantum diffusion Eq. (6) can be generalized to [12] 
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Substituting  here  the  expressions  for     and  V   yields  another  Ermakov‐like  equation which 
provides the correct classical limit 
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The equilibrium solution of Eq. (10) is again  2 0 0( / 2 )coth( / 2)m      . In the high temper‐
ature limit both equations (8) and (10) reduces to 
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The equilibrium solution of Eq. (11)  2 2 20 0[ 1 ( ) 1] / 2 m         provides the correct  limits 
at  low and high temperatures. This thermal dissipative Ermakov equation  is solved  in the case 
of strong friction, where the first inertial term is neglected [13]. 
Finally, the Ermakov equation allows exploring other dissipative models in quantum me‐
chanics.  For  instance,  one  can  add  in  Eq.  (5)  a  jerk  term,  heuristically  corresponding  to  the 
Abraham‐Lorentz force [14], to obtain 
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where  2 30/ 6r e c  ,  e   is  the particle charge and  c   is  the speed of  light. Thus, Eq.  (12) de‐
scribes a charged quantum harmonic oscillator dissipating energy via electromagnetic radiation. 
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